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ABSTRACT 
This paper concerns continuous families of  planar curves as introduced by 
B. Grfinbaum. With each such family a double closed curve is associated, 
having the property that  each of its points lies on at most two curves of the 
family. 

Le travail actuel continue les recherches sur les families continues de courbes 
commenc6es par M. B. Griinbaum dans [1] et d6velopp6es dans [2]-[5]. Les 
applications, surtout celles dans la th6orie de la convexit6, sont 6videntes, parce 
que les familles continues de courbes g6n6ralisent la famille des bissectrices de 
l'aire, celle des bissectrices du p6rim&re, celle des diam6tres essentiels, etc. d 'un 
corps convexe plan. Le caract~re topologique de tousles r6sultatats sur les familles 
continues de courbes montre assez clairement jusqu' / t  quel point le cadre de la 
recherche de beaucoup de propri6t6s des families mentionn6es ci-dessus peut 
~tre 61argi. 

D6tiaitions et nolations. Toutes les consid6rations du pr6sent travail seront 
faites dans un plan topologique. 

Un ensemble t~ d'arcs de Jordan ouverts est appel6famille continue de courbes 
si les suivantes conditions sont remplies: 

1 ° Chaque courbe de t~ est incluse (exceptant les extr6mit6s) dans la composante 
born6e D du compl6mentaire d'une courbe de Jordan ferm6e C, ses extr6mit6s 
appartenant ~t C. 

2 ° Chaque point p ~ C est l'extr6mit6 d'une courbe L(p) E 9~ et d'une seule. 
3 ° Si L(pl) et L(P2) sont deux courbes diff6rentes de ~, alors L(pl) n L(p2) est 

un seul point. 
4 ° La courbe L(p) d6pend continfiment de p ~ C. 
Remarquons que d'apr6s les conditions 1 °, 2 ° et 4 ° on peut d6duire que toute 

paire de courbes de ~ a l'intersection non-vide, de fa~on que la condition 3 ° exige 
seulement que 

card(L(pl) ("lL(p2)) < 2. 

On d6signe par - p l'extr6mit6 de L(p) diff6rente de p. 
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Soit 

f : ~ D  

une fonction continue. 8i pour toute courbe L(p) ~ ~, f(L(p)) ~ L(p), alors l'image 
de ~ par f est appelde courbefermge double associde a 9. [5]. Evidemment, la 
fonction 

q : C ~ D  

ddfinie par 

q(p) =f(L(p))  (p ~ C) 

est continue et satisfait ~ l'6galitd q(p) = q ( -p ) .  

On utilise aussi la notation 

Mn(~ ) = {x ~ D: card {L(p) ~ ~:  x ~ L(p)} > n}. 

On a MI(~ ) = D. Les points de Mt(~  ) - M2(~  ) sont appelds simples, les points 
de M2(~ ) - Ma(~ ) sont appelds doubles, et les autres prennent 1¢ nora de points 
triples. 

Soit E un sous-ensemble de D. Si E n'est pas l'image homdomorphe d 'un 
sous-ensemble de la droite, alors int E, fr E, et /~ sont con~ues dans la topologie 
du plan. Si 6 est une droite, si F c 6 et si 

h:F-~ E 

est un homdomorphisme, alors 

in tE = h(intF); f rE = h(frF); • = h(F), 

o/1 pour F il s'agit de la topologie usuelle de 6. 
Fixons depuis maintenant un certain sens sur la courbe C. 
Aux notations ddj~ mentionndes ajoutons enfin les suivantes notations spdciales: 
PtP2 pour le sous-arc de C parcouru lorsqu'on va de Pt a P2 clans le sens fixd 

sur C, si p~, P2 ~ C, ou 
pour le sous-arc de L(p) d'extrdmitds Pt et P2, si {Pt, P2} ¢ C, mais Pl, P2 e L(p), 

OU 

pour un sous-am d'extrdmitds Pl et P2 sur une autre courbe, si l 'on fait la mention 
addquate. 

[Pl, P2] pour 10 point L(pl) t~ L(p2), si Pl, P2 e C. 
A(Pl, P2) pour la composante bornde du compldmentair¢ de L(pl)uL(p2)UplP~, 

si Pt,P2 e C. (On a toujours suppos6 Pl # Pv) 
h(pl,p2,p3) pour la composante bornde du compldmentaire de L(pl )UL(p2)  

UL(pa), si Pl,P2,paeC et s'il existe une telle composante. 
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~v pour la composante bornSe du compl6mentaire de L(p) k )p ( -p ) ,  si p e C. 
Wv pour la composante born6e du compl6mentaire de L(p) U ( -  p)p, si p e C. 
Si E = D, alors toute eourbe L(p) • :~ telle que E = ~p ou E = ~F-- n sera appelbe 

courbe d'appui de E. L'ensemble de toutes ces eourbes sera not6 par ~Ka(E ). 
Nous dirons qu'une eourbe L(p)eSd coupe l'ensemble E si L(p)¢  9.[z(E) et si 
L(p) ~ E ~ ~ .  

Une courbe ferm6e ~ = D est appel6e ~d-convexe (fortement Yd-convexe)si, 
H 6tant la r6union des composantes born6es du compl6mentaire de ?, 

/_,(p) n (H U ~) (L(p) n H) 

est connexe, pour tout point p e C. On peut noter qu'aucune de ees deux notions 
ne contient l'autre. 

Quelqnes pr6parations. Le but de eet article est d'6tudier l'aspect des c0urbes 
ferm6es doubles assoei6es A une famille continue de eourbes, ainsi que l'aspeet 
de la famille-m~me, dans l'hypoth~se que par tout point de cos courbes assoei6es 
passent deux courbes de la famille au maximum. 

Dans ce paragraphe nous ne feront pas cette hypoth~se et dans ce cadre nous 
prouverons deux lemmes tr~s utiles dans la suite. 

Soient ~ une famille continue de courbes et F une courbe fcrm6e double associ6e 
~ .  

LEMME 1. Soit p c  C. Si ?(p) est l'ensemble des points m de L(p) tels que 
F - {m} ne soit plus connexe, alors 

~(p) -- {q(p)} ~ Ma(~ ). 

Ce r~sultat est non-trivial si y(p) 4= {q(P)}. 

D6monstration. Consid6rons le point me e ?(P) - {q(p)} et soient a e t  b deux 
points situ6s dans des composantes diff6rantes de F - {me}. Si les points u, v e C 
v6rifient q(u)= a e t  q(v)= b, alors les arcs q(uv) et q(vu) passent par me; en 
effet, si par exemple me ~ q(uv), alors a e t  b pourraient 8tre joints par l'are 
q(uv) c F - {me}. II y a done deux points Pl ~ int uv et P2 e int vu tels que 
q(Pt) = q(P2)= me. :Puisque int uv et int vu sent disjoints et m o ~ q(p), les 
points Pt, P2 et p sent diff6rants, et alors 

me ~L(pl) N L(p2) ~L(p) ;  me ~ Ma(~ ). 

LEMM~ 2. Si 

N 
pEC 

alors il y a un arc non-ddg~n~r~ A : C tel que 
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L(p) ¢ ) 

pour tout point p e A .  

D~monstration. Nous allons consid6rer deux cas: 
1. F est un sous-arc non-ddg~ndr~ d'une courbe L(p')  e ~. Dans cette hypoth~se, 

l 'ensemble in tF  - {q(p')} est ouvert dans la topologie de L(p'); la fonction q 
&ant continue, l'ensemble 

a = q-a  ( intF - {q(p')}) 

est 6galement ouvert. Si p e A ,  alors p~ { p ' , -  p'}, d 'o~ L ( p ) ~  L(p'), mais 
q(p) e in tF,  donc L(p) coupe F. 

2. 11 n'y a pas de courbe L(p') telle que F ~ L(p'). Consid6rons la fonction 
r6elle f d6finie sur C de la mani~re suivante: 

f ( p )  = max d(x,L(p)) - max d(x,L(p)), 
x e F~U~p x e F n ~  I, 

o3 d est la distance euclidienne du plan, pour le moment topologiquement trans- 
form~ en plan euclidien. Remarquons la continuit~ de la fonction f et aussi que 

f ( - p )  = - f ( p ) .  D'apr~s la propri&6 de Darboux, il y a un point p o e C  

tel que f (Po) = O. 
Supposons, par l'absurde, que 9~e(F) est dense dans ~. Alors, puisque 9.I~(F) 

est 6videmment ferm6, on a 9.I~(F) = ~. Dans ce cas, pour tout point p e C, soit 
F ntI)  v = ~ ,  soit F n ~v  = lZI, de fa~on que 

max cl(x,L(p))" max d(x,L(p)) = O. 
x • FraUds, x • F r ~ ,  

En tenant compte que f(Po) = O, on a alors 

d(x, L(po) ) = max d(x, L(po)) = O, 
x • F ~ p o  

m a x  
x • Fc~po 

d'o~ il s'ensuit que 

F C3 Ovo = F t3 Wpo = ~ ,  

c.-~t-d, que F c L(po) , ce qui contredit l'hypoth~se du num6ro 2. 

L'ensemble 9~a(F) et le sous-are de tangenee. Nous aUons supposer toujours 
dor6navant que F n 'a  pas de points triples, c.-~t-d, que 

F n M3(~) = ~ .  

Dans ce paragraphe le r6sultat central est le th6or~me 1 d&riant l'aspect de 

l'ensemble We(F ). 
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Tm~ORi~raE I. L' ensemble ~a(F) est un continu. 

D6monstration. Prouvons / tce t  effet que si L(p~) et L(p2) appartiennent h 
9.Ie(F), alors il y a un arc de C joignant p~ avec P2 ou -P2  tel que toute courbe 
de ~ ayant une extr6mit6 dans cet arc soit courbe d'appui. 

La courbe F se trouve enti~rement dans la fermeture F d 'un des quatre domaines 
born6s d~termin~s par L(pl), L(p2) et C. Supposons, par exemple, que P2 ~ ~w 
et F = ~--p, n ~'p~. Nous allons prouver que pour tout point p e P~P2, L(p) est une 
courbe d'appui de F;  plus pr6cis6ment, que F = ~v. 

I1 faut observer que pour tout point p cintplp2,  

L(p) o i n t F  ~ J~; 

e:: effet, si L(p) n F = ~ ,  alors q(p) ~ F, ce qui n'est pas possible, et si L(p) passe 
par z = Ip~,P2], alors q(p)= z~M3(Yd), 6galement impossible. 

Supposons, par l'absurde, que Po~ P~P2, mais 

F ~ ~vo ~ ~"  (Fig. 1) 

Consid6rons alors les arcs de Jordan 

= ~vo n F ~ L(p~), 

fl = ~ o  O F  oL(p2) 
et le point 

x c F  n~vo .  

On peut maintenant distinguer entre deux situations possibles: 

1° ~vo n int F C~ F = ~ .  

Dans ce cas, x e ~  Ufl;  disons, par exemple, que x ~ .  On a 

~ u f l = F .  

En effet, si (~ u fl) - F ~ ~ ,  alors soit ( f l u  xz) - F ~ ~ ,  soit (~ - xz) - F ~ ~ .  
Puisqu'il existe un chemin sur F joignant x et q(P0), soit ~ - intxz = F, soit 
f l u  xz  = F;  par eons6quent, soit 

- xz  = ;~(Pl), 
soit 

int fl = ?(P2), 

04 ?(Pl) et ?(P2) ont la signification du lemme 1. Done, soit ~(Pl)~  ~ (parce 
que x ~ [Po, Pl]), soit ~(P2) ~ ~ ,  d 'o~ en vertu du lemme 1, 

F o M3(~ ) ~ ~ ,  

eontredisant notre hypoth~se. 
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Soit P3 ~int(C n F). Si z e L(p3), alors z e M3(~), ee qui est absurde. Si z 
e in t  Pl[Px,P3], alors 

ct N A(Po, P2, Pa) ~ ~ ;  

puisque A(po, P2, Pa) ~ Ma(~), suivant le lemme 2 de [1], 

n M~(~) # ~ ,  

ee qui est aussi absurde. Si z e int [p~, P a ] ( -  Pl), alors on trouve de la mSme fa~on 
que 

/~ n Ma(~) ~ ~ .  

~I'~o tn in tF  ~ F  ~ j~. 0 

Selon le lemme 2 de Eli, 

~Ppo C~int F c Ma(~); 

dans notre cas, on d6duit d'ici que 

r n M3(~) ~ ~ ,  

contredisant l'hypoth~se. 
L'ensemble ~e(F)  ~tant done connexe et 6videmment ferm6, est un eontinu. 

LEMME 3. Pour toute paire de courbes L(Pt), L(Pa)~9~z(F), 

r n L(pl) r~ L(p2) = ~ .  

D~monstration. Nous avons prouv6 h l'oecasion de la d~monstration du 
th~or~me 1 que si, par exemple, F = ~p, n ~p~, alors pour tout point Po ~ int PtPz, 

on a F c (1)--po; mais [Px, P2] ¢ (~po, d'oi~ [pl,P2] •r .  

Tn~ORi~ME 2. L'ensemble 

= {q(p): L(p) e 9~(r)} 

est un arc de Jordan ouoert. 

D~monstration. En effet, suivant le th6or~me 1, 9~e(F ) est eonnexe, mais 
d'apr~s le lemme 2 (qui est applicable ear F n M a ( ~ )  = ~ implique np~cL(P) 
= IEI), ~e(F)  # ~;  soit alors B u n  sous-are de C tel que 

(L(p): p ~ B) = 91~(r). 

Si q(p) = q(p'), avee p, p' e B e t  p # p', alors 

ce qui eontredit le lemme 3; la fonetion q 6tant done bijective et, par d~finition, 
continue, est hom~omorphe. 
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L'arc de Jordan ~ sera appel6 le sous-arc de tangence de F. 

Etude sur les eourbes d'appui, pr6paxant le th6or6me 4. Nous allons prouver 
ici deux lemmes, le second contenant le premier, mais en l'utilisant. Ils n 'ont 
pas une importance en eux-mSmes, parce que la situation sera compl~tement 
d6crite dans le th6or~me 4. Mails ils sont indispensables pour la d6monstration 
des th6or~mes 3 et 4. 

LEMME 4. Si L(po)e 9.Ia(F ), alors il n 'y a aucun sous-arc (non-ddgdndrd) de 
L(po ) avec une extrdmitd dans q(Po) et indus dans F. 

D6monstration. Supposons, par l'absurde, que de tels arcs existent et soit ab 
leur r6union; au moins une extr6mit6 de ab est distincte de q(Po), soit par exemple, 
a ~ intpoq(po). 

Supposons que F ~ ~po. Soit alors P l e  q -  l(a) N ~po" Consid6rons les ensembles 

= {x E aq(po): q -  l(x) N PoP1 ~ ~ } ,  

fl = {x~aq(po):  q - l ( x )  N p l (  - Po) ~ ~ } .  

Evidemment, ~ L} fl = aq(po ) et ~ r~ fl ~ {a, q(Po)}. Supposons qu'il y a un point 

y ~ ~ N fl - {a, q(Po)}. 

Puisque q est continue, il y a deux points p ' a  PoP~ et p " e p t ( - p o ) ,  tels que 

q(p') = q(p") = y; 

P', P" ¢ {Po, Pl} parce que y ~ {a, q(Po)}. Alors y EF ~ Ma(~), c~ qui est impossible. 
Donc 

d'of~ soit 

1 o 

soit 

2 ° 

Cas 1 ° 

~nfl={a,q(po)}, 

o~ = aq(po ) et fl = {a, q(Po)}, 

= {a,q(po)} et fl = aq(po ). 

Puisque 

r n L(po) n L(p,) # g~, 

on a L(pl ) ¢ ~a(F), en vertu du lemme 3. Comme q(Po) E ¢Pp~, il r6sulte qu'il existe 
aussi un point 

b E r  n~p,. (Fig. 2) 

Mais q(PoPl) = aq(po), donc il y a un point 
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P2 e q - l(b) C3 int P l ( -  Po). 

Evidemment, [Po, P2] e int pea. Si Pa e int POP1, alors q(Pa) e int aq(po). Rappelons 
que F c ~po; en outre, 

17̀ O A(p0, P2,P3) = ~ ;  
aussi, 

r ~ a[po, P2"l 

en vertu de la d6finition de 1'arc ab. Donc 

int a[po, Pa] ~ Ma(~), 

selon le lemme 1, ce qui est absurde. 

Cas 2 ° En tenant compte que l'arc y = q(PoPl) joint a et q(Po), et que ~ c ~po, 
il s'ensuit qu'il  existe un point 

c e ~ n (A(pl,-- Po) U int aq(Po)). (Fig. 3) 

Si P4 e q-l(c)  n POP1, alors 

inta[po, P4-I c A( - P4, - Pl). 

En vertu du lemme 1 de [1], si d e int a[po, P4], alors 

q-l(d)  ~ i n t  p4pl # ~ .  

Mais d e fl, c.-~-d. 

q -  1(d) ~ Pi( -- Po) ~ ~ ,  

d 'og  d e Ma(~ ), ce qui est absurde. 

LEMME 5. Si L(po) e ~a(F),  alors L(po) - F est dense sur L(po). 

D6monstration. Supposons, par l'absurde, qu'i l  y a un arc non-ddg6n6rd 

ab c L(po) ~ F. (Fig. 4) 

On peut aussi supposer que b e int aq(po) et que cet arc ab est maximal, c.4t-d. 
par exemple que pour tout point x e int b ( -po) ,  

bx C F  

(il n'est pas possible que q(Po)e ab, d'apr~s le lemme 4). 
Soient {p,} = q -  l(a) n ~po et {Pb) = q-*(b) t~ ~ o ,  et consid6rons un voisinage 

V de q(Po) n'intersectant pas L(p~) w L(pb). En vertu de la continuitd de l'applica- 
tion q, il y a un point 

Pl e int PoPa n i n t  PoPb, 
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CL 

a.o. = ~ ~ ~- 

a.~a. - tt~ | 

b 0"° 
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tel que q(Pl) e E Puisque 

il est claire que 

COURBES FERMEES 

[Pl, Pb] ~int bPb, 

[Po, Pl] ~ int b ( -po) .  

Donc [Po, Pl] peut jouer le r61e de x et 

b[Po, Pt'l ¢ F. 

En outre, 

79 

=  tgr). 

D6monstration. Evidemment 

9xg ) = 

parce que ~b c F. I1 nous reste done ~ prouver l'inclusion contraire. 
Soit {L(pl), L(pz)} la fronti~re de 9.Ie(F ) et supposons que F ~ ~,1 n ~p,. n 

faut d6montrer que si p ~ in tpz(-p~) ,  alors L(p) coupe ~b. 
Supposons, par l'absurde, qu'il y a un point 

p e int p~ ( -  p:), 

tel que L(p) ne coupe pas ~b. 
On sait que [p: ,p2] # q(Pi) (i = 1, 2) et que q~ est un arc de Jordan ouvert 

(voir le lemme 3 et le th6or~me 2). I1 r6sulte d'ici que les relations 

[P, Pi'I ~ [Pl, P2]q(Pt) - {q(Pi)} (i = 1, 2) 

sont impossibles. On peut alors supposer, en gardant la g6n6ralit6 de la d6monstra- 
tion, que 

I-p, Pt]  ~ ( - Pl)q(Pl). 

TI-I~OR~ME 3. 

A(po, pl ,  po ) n r  = 

Par cons6quent, suivant le lemme 1, 

int a b c  Ma(~), 

c¢ qui est absurde. 

Les courbes d'appui du sous-arc de tangence. Dans ce paragraphe nous aliens 
d6montrer que toute courbe de ~ qui n'est pas une courbe d'appui pour la courbe 
ferrule double F associ6e a ~, coupe non selement F, mais aussi le sous-arc de 
tangence tk de F. En fait, nous prouverons le 
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Puisque L(p)~ 9.Ia(F) et en vertu du lemme 5 appliqu6 ~t L(pl), il y a un po in t  
t ~F(3A(p , -pO .  Maintenant ,  trois si tuations (non disjointes) peuvent  se 

prdsenter:  

1 o F (3 int pq(p) ~ fg. (Fig. 5) 

Soit u Ie point  de L(p) (3 F le plus proche de p sur L(p). Soit encore Po s P I ( -  Pl)  

- { - P l }  tel que u = q(Po). Si Po ~PxP2, alors 

L (Po) c3 ( -  p)q(p) ~ J2~ et L(po) (3 int q(p)p ~ ~ ,  

d ' o ~  

card (L(po) (3 L(p)) > 2, 

ee. qui est absurde. Done  P0 ~ int P 2 ( - P l ) .  Les arcs tq(pl) et tq(p2) de F (qui ne 
eont iennent  pas  ~) ne traversent  pas  A (p, Po, P2) (en vertu du lemme 2 de [1]) 

et ne contiennent  pas  [Pl ,  P] [P0, P i ]  (en vertu du lemme 5); done* 

tq(pa) C3upy~ ff5; tq(p2)Uup y~ f2~. 

Alors,  en tenant  compte  du  choix de u, 

tq(pl) (3 up = tq(p2 ) (3 up = {u}. 

Soit  Z = A ( - p o , - p )  U up. On remarque  tout  de suite que Z (3F  = {u} et 

que Z sdpare les points  t et  q(P2); donc  l ' ensemble  F - Z n 'es t  pas  eonnexe et, 

selon le l emme 1, u e M3(E), ce qui est absurde. 

2 ° L(p)  (3 r = {q(p)}. 

Les arcs tq(pl) et tq(p2) rencontrent  L(p), done  ils passent  pa r  q(p). Par  con-  

sdquent, il existe encore un (seul) po in t  p 'e in tp2( -p l )  tel que q(p')= q(p). 
On peut  avoi r  deux sous-cas: 

~° p '  e in tp2 p. (Fig. 6) 

Dans  ce sous-cas, le poin t  p" E Pl(-P1) tel que q(p") = t se t rouve entre p '  et p. 

Si [p,p"] = q(p), alors on aurra i t  q(p)~ M3(Sd). Si I-p, p"]  t i n t  pq(p), alors 

F (3 A ( -  p", - p) = ~ ;  F N int  pq(p) = f~, 

d 'of i  t serait  isold de qb, dvidemment  absurde.  Si [P,P"]~[P, Pl](-P), alors  

* On pourrait tirer les m~mes conclusions simplement de la relation 

F t'3 A(p, Po, Pz) = J2I 
sip1 ~p2; mais si pl = p2, l'appui sur le lemme 5 est n~cessaire et nous prdsentons la d6mon- 
stration dans ce cas g~n6ral, iaclusant la possibilit~ Pl = P2. En fair, il n'est pas possible que 
Pl = P2, mais nous d~montrerons cela en utilisant le present th60r~me. 
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t~ L(p"), aussi absurde. Si [p, p"] e int [p, Pl]q(P) (dans le eas o/l [p, Pl] ~ q(P)), 
alors 

int [p, p"] [Pl, P"] c A(p, Pl, P') c Ma(~). 

Mais t e in t [p ,p"]  [Pl,P"], d'ofi teMa(~), ee qui est absurde. 

flo p' e int p ( -  Pl) (Fig. 7). 

Puisque L(p') ~ ~a(F), il existe un point 

t ' e F  (3A(p' ,-pl).  

Soit p* e int P2(-Px) tel que q(p*) = t'. Si p* e int P2P OU p* E int p'(--Pl), alors 
il y a un autre point p**eintp2p* on, respeetivement, p**eintp*(- -p l ) ,  tel 
que q(p**)= q(p), d'ofi, de nouveau, q(p)e Ma(g¢ ). Done 

p* e int pp'. 

La eourbe L(p*) se trouve dans la situation 1 ° d6j~t 6tudi6e. En effet, si [p, p*] 
e int pq(p), alors 

L(p*) r/A(p', - Pt) c A(p, p', pl) = Ma(~); 

mais t' e L(p*) c3 A(p', - Pl), done t' e Ma(~), ee qui est impossible. Si [p, p*] 
= q(p), alors q(p)e Ms(~), 6galement impossible. Selon le lemme 5, 

~b c3 A(-p ,  - p ' )  - A(p,p ' ,pl)  = j~; 

selon le lemme 2 de [1], 

?p n A ( p , p ' , p t ) =  f~; 

p*[p,p*] est s6par~ de ~b par A(-p ,  - p ' )  WA(p, p*). Done 

:3 L(p*) = :Z:. 

Aussi, F cnA(-p ' ,  - p* )  = ~ ;  puisque A( -p ' ,  - p* )  u in t  t'p* s6pare t' de 4, 
il s'ensuit que 

F nintp*q(p*)  ~ ~ .  

Maintenant, l'absurdit6 r6sulte de celle obtenue au num~ro 1 °. 

3 ° F r3in t ( -p)q(p)  ~ 25 (siq(p)(EL(Pl)). 

Soit v e F  n i n t ( - p ) q ( p ) .  I1 y a un point p ~ i n t p t ( - p l  ) tel que v = q(p~). 
Si p~ e PiP2 - {Pl}, alors [Px, Po] e Plq(Pl), ear L(p~) e 9~a(F ), done 

L(p~) r3 (int q(Pt) ( -  Pl) U int pip, p~]) = ~ .  
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Siv # q(Pl), alors 

v e int q(Pl) (-- Pl) u int pip, Pl], 

d'o6 v 6L(p'o), ce qui est absurde. Siv = q(Pt), alors 

F n L ( p l )  ~L(p~)  # Z ,  

ce qui contredit le lemme 3. Donc p ~ e i n t p 2 ( - p l ) .  
Prouvons que L(p'o) ne coupe p a s $ .  Supposons par l'absurde qu'il  existe un 

point t" ~ dp C~ Ov,o. Alors il y a un point po e PiP2 tel que q(P0) = t". On a 

L(p~) ~ i n t (  - Pl)q(Pl) # Z ,  

ce qui contredit l'appartenance de L(pg) ~ 9~a(F ). 
En ajoutant ici que 

F c~ vp'o # ~ ,  

il r&ulte que L(p~) se trouve dans l'une des situations 1 ° o/l 2 °, d6j~ r6duites A 
l'absurde. 

COROLLAIRE. 

card 9~(F) = N. 

En effet, card 9~a(F)e {1, N} car 9~(F) est connexe, et si F avait une seule 
courbe d'appui L(pl), alors selon le th6or6me 3 toute courbe L(p)e ~ - {/-,(Pt)} 
couperait ~b = {q(Pl)}, ce qui est absurde. 

La distribution des points du sous-arc de tangence sur les courbes de la famille. 
Le principal r6sultat de cette section est le thSor~me 4 6non,ant que l'inter- 
section du sous-arc ~b de F avec chaque courbe L(p)e9~ est formic d 'un seul 
point. 

LEMME 6. Supposons que {L(pl), L(p2)} forme la fronti~re de 9~a(F) et que 

F = ¢Pp~ n ¢Pv~. 

Alors 

card (L(p) r3 ~) = 1 

quel que soit p ~ int P2 ( -  Pl). 

D6monstratinn. En vertu du th6or~me 3, 

L(p) ~ d? # ~ .  

Supposons, par l'absurde, qu'il y a trois points distincts 

p' e PlP2; p" e p'p2; p~ in tp2( - -p l )  
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tels que L(p) passe par q(p') et q(p"). Puisque q(p")e ~p,, mais q(p")~ [p', p~], 
il r&ulte que L ( p ) n i n t [ p ' , p ' ] p # ~ 5 ,  d'ofl 

L(p) ~ int [p', p#]p' ~ 125. 

Mais, de l'autre e6t6, q(p') ~ int [p', p " ] ( -p ' ) ,  d'of] 

card (L(p) n L(p')) >= 2, 

ce qui est absurde. 

LEMME 7. Si L(p) e ~ ( F ) ,  alors 

L(p) or = {q(p)}. 

D6monstration. Pla~ons-nous dans les hypothbses du lemme 6. Nous savons 

maintenant que Pl # P2 (selon le Corollaire du th6or~me 3). Supposons, raisonant 

par l'absurde, que p e P~P2 et 

x ~ L(p) n r - {q(p)}. 

Disons, par exemple, que x e int pq(p). On peut avoir deux situations: 

1 ° p i~ P2. 

Soient V et X deux voisinages disjoints inclus dans D, le premier du point 
q(p) et le second du point x (Fig. 8). Soit y un sous-arc non-d6g6n6r6 de F com- 
pl&ement contenu dans X et ayant x comme une extr6mit& En vertu du lemme 
5, il y a un point 

y E ~ - / . @ ) .  

Consid6rons ensuite un voisinage : de L(p) dans ~, tel que 

y e Y - -  u ~ a ) ,  
L(a)  ~ "tf 

et un voisinage connexe W c V de q(p) tel que W E Y -  px. Puisque y c X 

et V n X = ~ il r6sulte que W n y = ~ .  D'autre part, W est connexe, W E Yet 

w n (~ w px)  = ZS, 

d'o~ 
w n z = ~ ,  

off z e s t  la composante de (Y n (I)p) - y qui contient p. 

En vertu de la continuit6 de la fonction q, il existe un voisinage Wo de p sur C 
tel que q(r)~W quel que soit r~Wo. Soit roeWonin tpp2;  on a alors ro 
q(ro) e ¢Pv, donc 

roq(ro) ¢-- y ~ t~ n. 
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Puisque r o e Z, mais q(ro) appartient ~t une autre composante de (Y ~ ~ p ) - ~  
(parce que q(ro)~ W et W N(Z U y ) =  ~ ) ,  il s'ensuit que L(ro) coupe y, d 'o~ 

'-e,o n ~, ~ .~, 

ce qui est absurde. 

2 ° P = P2. (Fig. 9) 

Soit r l ~ p l ( - P i  ) tel que x = q ( r l ) .  En vertu du lemme 3, r l~ in tp lp2 .  
Evidemment, r 1 ~ {Pl,P2}, donc r 1 ~ in tp2( -p l ) .  Selon le th~or~me 3, 

Puisque le sous-arc de tangence ~b est un arc de Jordan ouvert (voir Ie th6or~me 
2), avec les extr6mit6s dans ~,1, il r6sulte que 

card (L(rl) n d?) > 2, 

ce qui contredit le lemme 6. 

TH~OId~ME 4. Pour route courbe L(p)ESd, on a 

card (L(p) c~ q~) = 1. 

D6monstration. En effet, si p e i n t p z ( - p l ) ,  l'6galit6 ci-dessus fait l'objet 
du lemme 6 et si p e PlP2, alors 

{q(p)} ~ L(p) n c~ ~ L(p) O F = {q(p)}, 

o/1 la demi~re 6galit6 constitue le lemme 7. 

Le sous-arc s6cant. Les premiers deux lemmes de ce paragraphe ont un 
certain intSret ind6pendent du r6sultat central, le th60r~me 5, qui va les  utiliser. 
Le second, par exemple, donne des indications sur le placement des points doubles 
dans D. Du th6or~me 5 il r6sulte que toute courbe ferm6e double F associ6e ~t une 
famille continue, est la r6union de deux arcs de Jordan aux mSmes extr6mit6s, 
l 'un 6tant le sous-arc de tangence et l'autre un arc qui sera appel6 le sous-arc 
s6cant de F. 

LEM~aE 8. Soit (L(pl), L(P2)} la frontidre de 9~2(F); supposons que F c (~p, 
~ p 2  et soit G la composante born~e du compldmentaire de (9 L9 q(P2)Pz 

u P2(-Pl )  L3 (-Pt)q(Pl) .  On a 

F c G U  q~. 

D6monstration. Selon le lemme 7, 

F A (L(p,) L) L(p2) ) = {q(Pl), q(P2)}, 

donc il nous reste ~t 6tablir que 
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F A G ' = ~ ,  

oil G' est la composante born6e du compldmentaire de L(pl) U L(p2) u ¢. 
Si x e  G', alors il y a un point P3 e int  p2 ( -p l )  tel que xeL(pa),  en vertu du 

lemme 1 de [1]. Puisque x e Cp, n Cp~, nous avons 

x ( -  Pa) n L(pl) ~ ~ ;  x ( -  Pa) O L(P2) # ~ .  (Fig. 10) 

Par cons6quent, 

int xpa n L(p~) = j~; int xPa n L(p2) = J~. 

Mais int xpa n fr G' # ~ ,  d'ofl 

int xPa n qb ~ ~ .  

Si P4 est un point de PiP2 tel que q(P4)e int xp3 , alors 

X ~ ~IJv4 , 

donc x ¢ F et la d6monstration est finie. 

LEMME 9. Dans les hypotheses du lemme 8, 

M2(~) n G - int ¢ = ~ .  

D6monstration. Supposons, par l'absurde, qu'il existe un point 

X 6 M2(~) :  A G -- int ~b. 

Evidemment, x(Epz( -p l  ). Si x~pzq(P2), alors soit L ( p a ) ~ - { L ( p z ) }  telle 
que x~L(pa). Si Pa~PlP2, alors soit q(p2)e~Fp3 (absurde), soit q(p2)eL(pa) 
(contredisant le lemme 3); si Pa e int P2(--  Pl ) ,  alors on contredit soit le th6or~me 
3, soit le lemme 6 (voir la d6monstration du lemme 7, cas 2°). La situation 
x e ( - Pl)q(P~) est similaire. S ix  ~ G, alors il y a deux points p', p" ~ int P2(-Pl)  
tels que x = [p', p"]. (Fig. 11.) Puisque 

il s'ensuit que soit 

soit 

¢ n A ( p .  p',p") # ~ ,  

n A ( - p ' , - p " )  = ~ .  

Dans le premier cas, ¢ n Ma(~) # ~;, ce qui est absurde; dans le deuxi~me, 
x 6 G, 6galement absurde. 
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~k = {q(p): L(p) f~ 9~a(F)} 

est un arc de Jordan ouvert. 

Dfimonstration. Avec les hypotheses du lemme 6, on a, en vertu de la conti- 
nuit6 de q, ~ = q(P2(-Pl)) .  Supposons qu'il  existerait une paire de points 
distincts r', r " e P 2 ( - P l ) t e l s  que q ( r ' )=  q(r"). En vertu du lemme 9, q ( r ' ) ¢ G  
- int 4~; suivant le lemme 8, q(r') e G u ~k. Donc 

q(r') ~ G U ~b - (G - int q~) = int ~b. 

II r6sulte d'ici que 

{ r ' , r " } O { p i ,  p 2 } = ~  

et que q(r') appartiendrait aussi ~t une courbe d'appui de F, d'ofl q(r')~dp 
n M3(~), ce qui est absurde. 

L'arc de Jordan ~k est appel6 le sous-arc sdcant de F. 

La distribution des points d'une courbe ferrule double associ~e ~ une famille 
continue sur les courbes de la famille. On prouvera ici, par le th6or~me 6, que 
sur toute courbe d'une famille continue :~ se trouvent soit un, soit deux points 
d'une courbe ferm6e double associ6e F;  ~t savoir, sur toute courbe d'appui il y a 
un (seul) point de F, et celui-ci appartient au sous-arc de tangence, et sur toute 
autre courbe de ~ il y a un point du sous-arc de tangence et un point du sous-arc 
s6cant, mais ces deux points ne sont pas n6cessairement distincts. 

LEMRE 10. Reprenons les hypotheses du lemme 6. Selon le corollaire du 
lemme 7, tk n L ( p )  est un seul point q'(p) pour chaque point p~C .  Suivant 
le thdordme 2, la restriction q'[ PlPz est homdomorphe. D'une fa9on analogue, 
la restriction q' [ P2( -  PO est hom~omorphe. 

D~monstration. Soient Po~ P2( -P l )  et Uun ouvert eontenant q'(Po) (Fig. 12). 
En tenant compte du th6or~me 4, 

L(Po) rl (a - U = (25. 

Puisque ~b - U est ferm6, il y a un voisinage "//'de L(po) tel que L(p) n ~p - U = ~j 
pour toute L(p)~ f/'. Soit V un voisinage de Po tel que L(p)~  f/" quel que soit 
p e V. Alors, pour ces points p, 

L(p) n q~ = U; 

par cons6quent q' est continue. 
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Supposons maintenant qu'il  existe une paire 
c P2(-Pl) tels que q'(p') = q'(p"). Evidemment, 

Si 

de points distincts 

{P',P"}#{Pl,  P2}. 

87 

{p',p"} 

plus prdcis~ment, 

L(p)  n r --- (q(p)} u 

la [onction q' dtant ddfinie au lemme 10. 

D6monstration. Faisons les hypotheses du lemme 8. Puisque 

L(p) ~ q~ = {q'(p)}, 
il nous reste ~ prouver que 

a(p) ~ F = t k U {q(p)}. 

Supposons, par l'absurde, qu'il existe un point 

a ~ L(p) n r - (q~ u {q(p)}). 

En vertu du lemme 8, a e r - q~ implique a e G. Aussi, a e r implique l'existence 
d 'un point Po e C tel que a = q(Po). Puisque a ~ q(p), les points p et Po sont 
distincts. Alors, on a simultandment, 

a = [p, qo] e M2(~); a ~ G, 

ce qui contredit le lemme 9. 
Done, si q(p)= q'(p) (c.-h-d. si q(p)edp), alors 

card (L(p) n F) -- 1 

et si q(p)~ q'(p) (c.4t-d. si q(p)(~ qb), alors 

card (L(p) r~ r )  = 2. 

(p', p") n {pl, 

alors {q(Pl), q(P2)} n M2(~) ~ ~ ,  ee qui contredit le lemme 9. Enfin, si 

{P', P"} ~ {Pl, P2} = ~ ,  

alors q'(p') e ~b N Ma(~), ce qui est absurde. 
Par cons6quent, q' lP2(-Pl)  est continue (comme restriction de q' dont la 

eontinuit6 a 6t6 prouv6e) et bijective, done hom6omorphe. 

TH~.O~ME 6. Si peC,  alors 

1 _~ card (L(p) ~ F)J_~ 2, 
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Propri~t~s de eonvexit~ et la distribution des points simples et doubles sur une 
combe fenn~e double associ6e. Cette derni~re section 6tablit l'~-convexit6 et l '~- 
convexit6 forte des courbes ferm6es doubles assoei6es et, aussi, que tout point du 
sous-are de tangence de F, exceptant les extr6mit6s, est un point double et que 
tousles autres points de F sont simples. 

THi~ORi~ME 7. La courbe F est 5d-convexe et fortement 9~-convexe. 

D~monstration. Soit H la r6union des composantes born6es du compl6men- 
taire de F. Rappelons que F = tk t3 ~b et que ~b ~ G t3 tk, en vertu du lemme 8. 
I1 r6sulte que 

H = F A G ,  

of 1 F est la composante born6e du compl6mentaire de L(pt) t.) L(p2) U ~,. 
Soit p e C. Selon le th6or~me 6, 

card (L(p) n F) e {1, 2}. 

Si card (L(p) n F) = 1, alors 

L(p) t~ H = ~ ;  L(p) O (H U F) = {q(p)}. 

Si card (L(p) t3 F) = 2, alors, selon le lemme 7, L(p) q~ 9~a(F), done 

L(p) n F = int [p, p~]q(p) n int [p, P2]q(P), L(p) n G = int pq'(p); 

d 'of1 

L(p) n H = int q(p)q'(p). 

D'tme mani~re similaire on obtient 

L(p) t3 (H U F) = q(p)q'(p). 

Par cons6quent, L(p) n (H u F) et L(p) n H sont toujours connexes, ce qui 
prouve les assertions du th6or~me. 

Tr~ORi~ME 8. 

int tk c M2(9~) - M3(~); F - int ~b c MI(~) - M2(~). 

D6monstration. Puisque 

int ~0 c ¢Ppl n ~bp~ 

(on a repris les hypotheses du lemme 6), pour tout point x e int ~b, il y a une 
courbe L(px)q~ 9.Ia(F) passant par x, en vertu du lemme 1 de I11. Comme il y a 
aussi une courbe d'appui qui passe par x, il r6sulte que x e M2(~). Par hypoth~se 
F t~ M3(~ ) = J~, done 

int ~b c M2(~) - M3(9). 
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En s'appuyant sur les lemmes 8 et 9, on obtient 

F ~ G U ~ b c G ;  

M2(~  ) (3 F - int ~b c M2(~  ) N ~ -- int ~ = ~ ,  

ce qui conclut la d6monstration. 

COROLLAIRES. II  n'est pas possible que F n M2(~ ) = ~ ou au moins que 

r - M2(~ ) soit dense sur F.  

Selon le corollaire du th6or6me 3, card ~a(F) = N, d'ofl le sous-arc de tan- 
gence est non-d6g6n6r6, done int ~ # ~ ;  en vertu du th6or6me 8, 

int ~ c F n M2(~). 

Si  l 'ensemble  1" ~ M2(~ ) est dense sur F,  alors d? = d/, done F est un arc de 
Jordan ouvert; dans  ce cas, 

F - {q(Pl), q(P2)} C M2(~); q(P,)~MI(Yd) - M2(~) (i = 1,2). 

II  s 'ensuit  qu ' i l  est dgalement  impossible que F c M2(~); plus prdcisdment, 

on a card (F - M2(~)) e {2, N}. 

En effet, si F ~ M2(~ ) est dense sur F, alors q(p) = q'(p) sur une partie dense 
de C, d'o/~ q = q' et done q~ = ~. Les autres assertions r6sultent imm6diatement 
du th~or~me 8. 
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